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Résumé : 
La modélisation du transport de masse, d’énergie et de quantité de mouvement dans un milieu 
poreux diphasique déformable requiert d’une part une connaissance détaillée à l’échelle du pore des 
phénomènes de transport concernés, et d’autre part une aptitude à moyenner ceux-ci sur un Volume 
Elémentaire Représentatif. Une démarche de prise de moyenne couramment utilisée repose sur une 
intégration des équations de transport locales concernées sur un V.E.R.  non-déformable, que le milieu 
soit déformable ou pas.  De cette démarche résulte des équations de transport moyennées. 
 L’objet du travail présenté ici consiste à moyenner, sur un VER déformable au cours du temps, 
une équation de transport simple : l’équation de conservation de la masse d’une phase dans un milieu 
diphasique. Cette démarche permet de mettre distinctement en évidence la non influence, sur la forme 
générale de l’équation moyennée obtenue, du caractère déformable du VER retenu.  
 
Abstract:     
Modelling heat, mass and momentum transfers in a two-phase deformable porous medium 
requires an ability to analyse and describe the pore-scale transport phenomena and to apply an up-
scaling method on a Representative Elementary Volume (REV). A usual volume averaging method 
consists in an integration of the local transport equations on a non-deformable E.R.V., whether the 
medium is deformable or not. The results of this integration are averaged transport equations. 
In this paper, the integration, on a time dependent deformable Elementary Representative 
Volume, of a simple transport equation (mass balance equation of one phase in a two-phase medium) is 
performed. This leads to show the non-influence of the deformable character of a REV on the general 
form of the obtained averaged equation. 
 
Key-words: Two-phase porous medium; deformable; volume averaging method  
 
1 Introduction 
 
Les équations de transport de masse, énergie et quantité de mouvement dans une phase 
continue π  présentent habituellement la forme suivante, en particulier quand cette phase 
constitue une des 2 phases d’un milieu diphasique :  
( ) pipipipipi ζζ Φ+⋅∇=⋅∇+∂∂ JVt
r
 .      (1)  
Dans l’équation précédente, le premier terme à gauche de l’égalité est la variation dans le temps 
(terme transitoire) de piζ  qui est la grandeur (scalaire ou vectoriel) transportée ; piJ  peut 
représenter dans certains cas un terme de flux diffusif (conduction de chaleur ; diffusion de 
masse) ou un tenseur de contraintes ; Фpi (terme source) peut représenter l’action d’une source 
de masse, d’une réaction chimique ou d’une force volumique. Le terme où intervient la vitesse 
de la phase considérée ( piV
r
) représente le transport d’une grandeur piζ  comme résultante du 
déplacement de la phase π (flux convectif).  
La théorie de la prise de moyenne et les théorèmes concernant les opérateurs divergence et 
gradient qui y sont associés (Whitaker, 1977) amènent à montrer que l’équation (1) précédente 
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moyennée sur un Volume Elémentaire Représentatif (V.E.R.) d’un milieu poreux diphasique 
non déformable prend la forme suivante :  
( )
( )
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r
43421
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r
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où l’opérateur moyenne d’une grandeur « pi•  » définie sur une phase pi s’exprime classiquement 
par ∫ •=•
πν
dv 
ν
1
pipi . Dans l’équation précédente, w
r
 est la vitesse d’interface piωA  entre les 
deux phases pi et ω et le terme [2] de l’équation (2) représente le phénomène d’échange par 
diffusion entre les phases dans le V.E.R., et l’opérateur .  est Dans le cas de l’absence de 
transfert interfacial dû au changement de phase entre les phases pi et ω ( pi= Vw
rr ), et de 
fluctuations négligeables (à faibles échelles) de la grandeur transportée piζ~  et de la vitesse de 
filtration piV
~
 ( pipi ζ〈〈ζ~ , pipi 〈〈 VV~ ), l’équation précédente se simplifie comme suit :  
 ∫ ⋅+Φ+⋅∇=



⋅∇+
∂
∂
piω
pipiωpipi
pi
pipi
pi ζζ
A
ds n
ν
1 JJV
t
rr
.  (3)  
Notons ici que les conditions énoncées ci-dessus concernant les fluctuations de la grandeur 
transportée et de la vitesse de phase sont a priori non nécessaires ; elles proviennent 
probablement d’un choix non adapté de la définition de vitesse moyenne : une définition basée 
sur le rapport entre une quantité de mouvement moyenne et une densité moyenne est a priori 
plus adaptée (Hassanizadeh M. and Gray G., 1979). Les développements proposés ci-dessous 
sont donc, à terme, à reprendre en utilisant les définitions de grandeurs moyennes adéquates. 
L’équation de transport moyennée (3) a été obtenue par intégration sur un V.E.R. v  fixe au 
cours du temps car représentatif d’un milieu poreux non-déformable. Certains milieux poreux 
sont déformables au cours du temps, comme par exemple un gel diphasique soumis à un flux de 
séchage ou un gâteau de filtration soumis à une compression, ou un milieu hydrophile soumis à 
un flux d’imbibition. Un V.E.R. situé dans un milieu poreux déformable est lui-même sujet à 
déformations. Il est donc de notre point de vue légitime de s’intéresser à l’influence éventuelle 
du caractère déformable de ce V.E.R. sur la forme de l’équation moyennée obtenue. C’est aussi 
dans ce sens que s’est inscrite la démarche de prise de moyenne développée par Silva (Silva, 
2000), démarche amenant à des équations de conservation moyennées contenant curieusement 
des termes apparaissant du fait de ce caractère déformable du V.E.R.. Notons ici que d’autres 
auteurs, sans prendre en compte le caractère déformable du V.E.R., ont pris en compte 
l’influence de la variation de densité correspondant à un changement de phase (liquide-solide) 
prenant place dans ce V.E.R. (Bousquet-Melou et al., 2002), ou ont établi des équations 
moyennées sous réserve d’un ordre de grandeur de la vitesse de déplacement de la phase fluide 
supérieur à celle de la phase solide (Whitaker, 1986).  
L’objet du travail présenté ici consiste à reprendre la démarche de prise de moyenne volumique 
classique, ce en considérant un V.E.R. déformable au cours du temps. Par soucis de 
simplification, le milieu poreux retenu ici est diphasique ; de plus, par soucis de concision et 
sans restriction de généralité, l’équation de transport considérée est celle de la masse d’une des 
deux phases en présence. Dans un premier temps est proposé un champ de vitesse locale, à 
l’intérieur du V.E.R. (paragraphe 2). Ce dernier est ensuite utilisé pour effectuer la prise de 
moyenne (paragraphe 3). 
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2 Définition d’un champ de vitesse locale 
 
Afin de mener notre démarche de prise de moyenne sur un V.E.R. déformable au cours du 
temps, un champ de vitesse locale (t)V  doit être préalablement défini dans ce VER. Dans ce 
but, nous choisissons que ce champ de vecteur vérifie les conditions suivantes : 




=
(t)Set   (t)ν dans     (t)V
 (t)Aet  (t)Ssur    (t),ν dans     (t)V
(t)V
ββ
βσσσσ
βeta
 
   
(4)  
où (t)νσ et (t)νβ  sont respectivement les parts solide et fluide du V.E.R. ν(t) , (t)Sσ et 
(t)Sβ sont respectivement les parts solide et fluide de la surface S(t) de ce V.E.R. (c.f. figure 1).  
 
Figure 1 : représentation schématique du VER déformable ν(t) . 
 
Dans la définition précédente (équation 4), le champ de vecteur (t)V etaβ n’a pas de raison d’être 
confondu avec le champ de vecteur vitesse du fluide (t)Vβ . Néanmoins, de façon à ce que le 
champ de vecteur (t)V  soit continu sur l’ensemble du V.E.R., il doit vérifier la condition 
d’adhérence suivante : 
(t)V(t)Vβeta σ=   sur  )(A tβσ .       (5)  
De plus, afin d’assurer une cohérence inter-échelles entre grandeur locale (en l’occurrence le 
champ de vitesse locale (t)V ) et grandeur moyennée (en l’occurrence la vitesse macroscopique 
de la phase solide 
s
sV ), nous choisissons d’imposer la relation suivante :  
s
sVdv (t)V
ν(t)
1
ν(t) =∫   où  ∫= (t)ν dv (t)V(t)ν
1V
s
s
σ
σ
σ
  (6)  
soit,  compte tenu de la définition présentée dans équation 4: 
s
sβeta Vd (t)Vdv (t)V
ν(t)
1
(t)ν(t)ν =




+ ∫∫
σ
σ
β
v  ,     (7)  
c’est à dire, compte tenu du caractère diphasique du milieu considéré : 
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 Vdv (t)V)(ν
1
 
s
sβeta(t)ν =∫ ββ t
.      (8)  
 Les équations 4, 5 et 8, définissent le champ de vitesse locale utilisé au paragraphe 
suivant pour effectuer la prise de moyenne d’une équation de transport d’une grandeur dans une 
des deux phases d’un milieu diphasique. 
 
3 Prise de moyenne d’une équation de transport sur un V.E.R. déformable : exemple de 
l’équation de conservation de la masse 
 
Considérons la forme générale d’une équation de transport d’une quantité scalaire (masse, 
énergie) ou vectorielle (quantité de mouvement) piζ  dans une des phases pi  d’un milieu poreux 
diphasique: 
( ) pipipipipi ζζ Φ+⋅∇=⋅∇+∂∂ ˆˆˆ
ˆ
JV
t
r
       (9)  
où le chapeau apparaissant sur la grandeur piζˆ  signifie une distribution qui est égale à piζ  dans 
la phase π et  qui est nulle dans l’autre phase dénommée ω  (de même pour piJˆ  et piΦˆ ). 
La prise de moyenne appliquée à l’équation 9 donne : 
( ) ( )∫∫ Φ+⋅∇=






⋅∇+
∂
∂
ν(t)ν(t) dv 
ˆˆ
ν(t)
1dv ˆ
ˆ
ν(t)
1
pipipipi
pi ζζ JV
t
r
   (10)  
soit, en appliquant le théorème de la dérivée particulaire d’une intégrale sur un domaine variable
 
ν(t)  au terme transitoire de l’équation 10, le théorème d’Ostrogradsky au terme convectif de 
cette équation, et le théorème de prise de moyenne appliqué à la divergence d’une fonction au 
terme diffusif de cette équation :  
[ ]
( )
[ ] [ ]
pipipiωpi
pipipi
piω
ζζζ
Φ+⋅+⋅∇=
⋅+












⋅−





∫
∫∫∫
A
S(t)S(t)ν(t)
ds n
ν(t)
1
ds nVˆ
ν(t)
1ds n(t)Vˆdv ˆ
dt
d
ν(t)
1
3
π
21
JJ r
44 344 21444 3444 2144 344 21
  (11)  
Notons que la vitesse (t)V  apparaît dans l’équation précédente car cette vitesse n’est autre que 
celle de déformée du VER  en sa surface S(t) au cours du temps.  
En utilisant l’expression de la dérivée d’un produit de fonctions au terme [1] et en appliquant le 
théorème d’Osthogradsky aux termes [2] et [3] de l’équation 11 et il vient : 
( )[ ]
∫
∫∫∫
⋅+Φ+⋅∇=
−⋅∇++





+
piω
pipiωpipi
pipipi ζζνζ
A
ν(t)ν(t)ν(t)
ds n
ν(t)
1
dv (t)VVˆ
ν(t)
1dv ˆ
dt
(t)d
(t)ν
1dv ˆ
ν(t)
1
dt
d
]3[]2[
π
]1[
2
JJ r
44444 344444 2144444444 344444444 21 (12)  
Le théorème de prise de moyenne appliqué à la divergence d’une fonction permet de plus 
d’exprimer le terme convectif ([2] + [3]) de l’équation 12 comme suit: 
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( )[ ]
( )[ ] ( )∫∫
∫
⋅−+





−⋅∇
=−⋅∇
)(
π
ππ
π
ds n(t)VVˆdv (t)VVˆ
ν(t)
1
dv (t)VVˆ
ν(t)
1
ν(t)
ν(t)
tA ω
piωpipi
pi
ζζ
ζ
  (13)  
Dans un milieu diphasique, π peut représenter la phase liquide ou la phase solide, ω  
représentant l’autre phase dans le V.E.R. déformable. D’autre part, par définition de la vitesse 
(t)V (c.f. équations 4 et 5), l’intégrale de surface apparaissant dans le second membre de 
l’équation 13 est toujours nulle, que la phase π représente la phase fluide ou la phase solide du 
milieu poreux diphasique. Ainsi, la prise de moyenne, sur un V.E.R. déformable, de l’équation 
de transport  à l’échelle du pore 9 amène à 
( ) ( )
∫
∫
⋅+Φ+⋅∇=






−⋅∇++
piω
pipiωpipi
pipi
pi ζζζ
A
(t)ν
ds n
ν(t)
1
dv (t)VV 
ν(t)
1
dt
tdν
ν(t)
1
dt
d
π
π
JJ r
   (14)  
Comme annoncé dans l’introduction de cet article, par soucis de simplicité mais sans 
restriction de généralité, nous allons maintenant nous cantonner au cas particulier d’une 
équation de conservation de la masse pour laquelle l’équation  14 devient : 
( ) ( ) 0dv (t)VV 
ν(t)
1
ρ
dt
tdν
ν(t)
1
dt
d
2
π
π
1
π (t)ν =




−⋅∇++ ∫
444444 3444444 2144 344 21
pi
pi ρρ .  (15)  
Les termes [1] et [2] de l’équation 15 sont détaillés dans les sous paragraphes 3.1 et 3.2 ci-
dessous. Le paragraphe 3.3 vient conclure la prise de moyenne effectuée dans ce paragraphe 3.  
 
3.1 Expression du terme de changement de volume  
 
Le théorème de la dérivée particulaire d’une intégrale sur un volume (t)ν  amène à  
( ) ( ) ( )∫∫∫∫ ⋅=⋅+∂∂== S(t)S(t)ν(t)ν(t) ds n(t)Vds n(t)Vdv t1 dv 1dtddt(t)dν , (16)  
soit, en appliquant le théorème d’Ostrogradsky, puis en utilisant la décomposition suivante 
(t)ν(t)νν(t) σβ +=  et la définition du champ de vitesse locale (t)V présenté dans l’équation 
4,  
∫∫ σ⋅∇+⋅∇=
ν
(t)ν(t)ν dv (t)V ν(t)
1dv (t)V 
ν(t)
1
dt
(t)d
ν(t)
1
βeta .   (17)  
L’utilisation du théorème de prise de moyenne appliqué à la divergence d’une fonction 
pour et des relations 5, 6 et 8 permettent alors d’exprimer chacun des deux termes du second 
membre de l’équation 17 comme suit : 
( )∫∫ βσ βσβ ⋅+⋅∇=⋅∇ (t)A(t)ν ds n(t)Vν(t)1Vε dv (t)V ν(t)1 βeta
s
sβeta , (18)  
( )∫∫ ⋅+⋅∇=⋅∇ (t)A(t)ν ds n(t)Vν(t)1Vε dv (t)V ν(t)1
s
s
βσ
σβσσ .  (19)  
En reportant les expressions 18 et 19 dans l’équation 17, il vient : 
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( ) ( ) ( )∫ βσ βσσβ ⋅−+ +⋅∇= (t)A ds n (t)V(t)Vν(t)1Vεε dttdνν(t)1 βeta
s
s  . (20)  
L’intégrale de surface intervenant dans l’équation 20 est nulle (c.f. équations 4 et 5). Ainsi, 
la relation existant entre le la variation adimensionnelle du volume du V.E .R. et  la vitesse 
moyenne de déformation est :  
s
sV 
dt
(t)d
ν(t)
1
⋅∇=ν .        (21) 
 
3.2 Expression de l’intégrale sur le volume (t)ν π  
 
Le terme [2] de l’équation 15 est nul si la phase pi  est la phase solide σ  (c.f. équation 4). Si tel 
n’est pas le cas, dans le cas de fluctuations négligeables (à faibles échelles) de la grandeur 
transportée piρ~  et de la vitesse de filtration piV
~
 ( pipi ρρ 〈〈~ , pipi 〈〈 VV
~ ), l’équation précédente 
se simplifie comme suit (c.f.  équations 6 et 8):  
( ) 0V)(Vρdv (t)VV ρ
ν(t)
1
s(t)ν
r)
=









−⋅∇=





−⋅∇ ∫
s
tβββ
β
ββ ε . (22) 
 
3.3 Résultat et conclusion 
 
Les résultats présentés dans les deux sous paragraphes précédents permettent de réécrire 
l’équation 15 comme suit :  
0V ρ
dt
ρd
sπ
π
=⋅∇+
s
.       (23) 
L’équation précédente est une équation dans laquelle interviennent des grandeurs moyennées 
sur le V.E.R. ( )tν . Ainsi, a vitesse intervenant dans la dérivée particulaire d/dt est la vitesse 
macroscopique 
s
sV . L’équation 23 peut donc être réécrite comme suit : 
0V ρρV
t
ρ
sππs
π
=⋅∇+∇+
∂
∂ ss
,   soit 0ρ
ρ
π
π
=




⋅∇+
∂
∂ pi
piVt
r
. (24) 
En conclusion, nous observons que la prise en compte du caractère déformable du V.E.R. ne 
modifie en rien la forme de l’équation moyenne de conservation de masse classiquement 
obtenue par prise de moyenne sur un V.E.R. non déformable.  
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